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I. Lósungsmethoden. 


Aufgabe: Für welche Winkel x erreichen die Ausdrücke 
I sin x + cos x 


П. sin х о сов (& — х) 
III. a1 sin X — ae cos (« 4- x) 


IV. cos? x + sih 2 x 
ihre grófsten Werte? 
Auflósung: Es ist: 


I. sn x + cos x = V [sin X + cos x] 
= МІ + sin 2 x. 

Das Maximum dieses Ausdrucks: V 2 erhält man also im ersten 

Fall wenn x — 45%, und im zweiten Fall wenn x — 135" 


genommen wird. 


e 1 . e P + 
П. sin x . cos (а — x) = > [sin а + sin (2x — ail 


s oz 
Ез тиз also: x = | 459 4 gesetzt werden, 


aj 

al 
und das Maximum lautet: 
2 f 450 

cos? (450 — —). 

\ | 


ILL. a; sin X — ax cos (a + x)=aı sin X — as cos а cosx + ag sin a sin x. 
= [а1 + аз sin «| sin x — as cos а cos x. 
{аз + a» sin a . 
=a соз a, — — віп X — cosx}. 
а» COS Q 
Setzt man nun: 
a1 aa sin « 
собо = "iA agam 
3 à» COS а 


SO 18%: 


а Sin X — as cos (а + x) = ae сова. ———— 
sin A 
Hieraus folgt, dafs der gegebene Ausdruck am gröfsten, nämlich: 
аз COS а 


^ em А 


wird, wenn 


х = 0 
also: au + as sin а 


ko 
n 
| 


а» COS o 
genommen wird. 


£ : 1 1 И 
IV. сов x 4+ sin2x —5 4 5 cos 2 x + sin 2 x, daher 
zurückführbar auf III. 


sin X + cos x 


Aufgabe: Für welches x wird: V. з 
S sin 2 x 


móglichst klein? 
Auflösung: Bezeichnet man den gegebenen Ausdruck 
mit M, so ist: 


1 2x . 
M? as xo EX - daher: 
sin? 2 x 
1 Lë 1 5 
sn 2 x-— 2d Er 4 M 


E EN 
E n i: Var jä e $ 


, wenn M abnimmt. Wird demnach 
, also x = 45°, so ergiebt sich als Minimum des 
gegebenen Ausdrucks : 2. 
Aufgabe: Die Ausdrücke: 
VI. ai x — а» X? + аз. 
ҮП, a; x? — a» X + аз. 
уш. & F 9. 


Danach wächst sin 2 x 
sin 2 x = 1 


х 
IX;. х Va? — x$ — x 
IXs. 2 ах + a Vx Q a — х) 


in Bezug auf Maximum oder Minimum zu untersuchen, wenn a, 
ài, аз, аз positive Zahlen sind. 
Auflósung: Es ist: 


т : ; а 
VI. a X — a» x? +} аз = аз — а» fx? D xl 
a» ^] 
81 ( а |? 
== аз SS o. a Ké 
мета (С баз) 


Am grölsten und zwar: 


4 à» аз + au? 
4 ag 


wird also dieser Ausdruck, wenn: 


a1 
Ru 
2 a2 
VIL Wie bei VI ergiebt sich: 
^ ( a»)? 4 ај аз — а” 
81 X^ — а X аз = 84 VE — -L нё 
T А \ 2 au) 4 a1 


Das Minimum: 


4 a1 
tritt demnach bei diesem Ausdruck ein, wenn 
X = 5— 
wird. 
ҮШ. Sei der gegebene Ausdruck mit M bezeichnet, so ist: 
(x a)" 
з= 8 


x? — (M — 2 a) x = — a? 
x=} Io — 2 aj + VAM- 4a). 


Soll nun x reell bleiben, so geht aus dieser Gleichung hervor, 
dafs der kleinste Wert, den M noch annehmen kann, = 4 a ist. 
Dann ist x = a. 
IX;. Wie in VIII findet man aus: 
M—xVai-—xi-x 
die Gleichung: 
a= ifa _oem + VER — И 85. 

SM al á = E) 
Offenbar ist der grósíte Wert, den M annehmen kann, derjenige, 
für welchen: 


2 at == DM - 8, 


also: a? 
AE Ab ES ). 
М = 5 V2 1} 
Dann ist: а? ONE | 
x = : Үз ys = T 


Eine einfachere Lósung dieses Falles ergiebt die Substitution 
X = а сов $, 
wodurch die Aufgabe auf I zurückgeführt wird. 
IX; kann ähnlich wie IX; gelöst werden; einfacher ist die 
Lösung, wenn x = 2 a cos? 9 substituiert wird, wodurch dieser 
Fall auf HI zurückgeführt wird. 


Aufgabe: 
X. 


XI. 


zu untersuchen. 


net, so ist: 


X 
X. 


Nach den Lehren 


Es ist somit: 


gesetzt wird. 


XI. 


Reduziert 


so ergiebt sich: 


Auflösung: 


A cos elt == 


sobald: 1. 

also: 

und 2, 

also: 
1 4M 
d "Se" 


Hinsichtlich des Maximums oder des Minimums 
sind die Ausdrücke: 


a x? 
Je: 
9 a x? — Ska 


Sei jeder dieser Ausdrücke mit M bezeich- 


M = 2 zx daher: 
> —5 
\ А 
x? — H х+М=о. 


а 
der Trigonometrie ist aber: 


k ba 
= 3 eos? © = 0). 
4 Ы 


À* (А соз g) — 


X = A COS o 
CO 
qo E е 
a EOM 
AL == 


7: к 
V u * COS [180 Ari 2 — M 
ә а ^ 
4 M $ за 
За cos (180 - 3 y) 


Hieraus folgt aber, dafs М am kleinsten, nämlich 


27 2 
= т al, wird, wenn man o = 60° nimmt. Dann ist: A — 3 а 
1 í 
9a 
und x 5 


M=8a х? — х? V2 
x3 E Ba ә М Ay 
V2 V2 


man diese Gleichung durch die Substitution 


а 


х= у + рә 


0. 


Dadurch ist dieser Fall auf X zurückgeführt. Man findet durch 


dieselbe Rechnung, wie in X 


M=a?(1 — cos З 9). 
Am gröfsten, nämlich = 2 ai, wird somit M, wenn 
o = 609. 
Dann ist: a 
M 
; V2 
und x=aV2. 


II. Aufgaben.*) 


1.—4. Aufgabe: Eine Strecke a ist in zwei Teile so zu zer- 
legen, dafs, wenn man über dem einen Teile ein gleichseitiges 
Dreieck errichtet, während man den anderen Teil 

a) zur Hypotenuse eines rechtwinkelig-gleichschenkligen 

Dreiecks, 

b) zum Durchmesser eines Kreises 

nimmt, beide Figuren bei der Rotation um a Körper von der 


kleinsten Summe der 
1. Oberflächen. 
2. Volumina 


beschreiben. VII. XI. 


Auflösung: Sei x die Seite des gleichseitigen Dreiecks, 


a) 1. die Gesamtobertläche = 2 x? + (a — xp. 


*) Den Aufgaben: 25, 35, 36, 51, 52, 69—71, 100, 102, 103, 111, 
113—116, 128, 140, 141, 12. dieser Sammlung begegnet mau zwar bereits 
teils in „Martus, mathematische Aufgaben*, teils in „Lieber, stereometrische 
Aufgaben“, teils in der mathematisch naturwissenschaftlichen Zeitschrift von 
Hofmann; dieselben wurden trotzdem hier aufgenommen, weil sie fast durch- 
weg einer Erweiterung fähig waren. 

Die übrigen Aufzaben dürlten neu sein und führen in der Regel zu 
ganz einfachen Resultaten. 

Bei den Rotationsaufgraben ist die Guldinsche Regel mit Absicht nicht 


vorausgesetzt, 


Das Minimum: 


3 
К а А 
erhält man, wenn: х — 3 gesetzt wird. 
2. Die Summe der Vol. = ig d x? + (а — x. 
5 : А ab x 8? (1/5 е Еу ; 
Hieraus ergiebt sich als Minimum: БТ d 2 — 1 . Es tritt ein, 
) 


wenn: x — a (V2 — 1) wird. 


b) 1. die Gesamtoberfläche = x [x? V3 + (a — x). 


9 Le 
: : . — а? т ИЗ а 
Diese wird am kleinsten, nämlich: — =; Wenn: х = : = 
ı Vi 1 158 
wird. 
2 Das Gesamtvolumen — i9 1 х + 2 (а — xil. 


ә 
Es erreicht den kleinsten Wert: Ex 3 rä EV зі, 
wenn x = a V3 [V3 — V32] genommen wird. 

5—8. Aufgabe: In einem gegebenen Dreieck zu der 
Seite c eine Parallele so zu ziehen, dafs 

a) dieselbe bei der Rotation des Dreiecks um с einen 
Cylinder 

1. von dem gröfsten Mantel, 
2. von der grófsten Oberflüche, 
3. von dem grófsten körperlichen Inhalte, 

b) die dureh die Parallele nach der Dreiecksecke zu ab- 
geschnittene dreieckige Flüche bei der Rotation 
um e einen Kórper 

4. von der grófsten Oberfläche 
bescreibt. VI. XI. 

Auflösung: Mögen: a, b, c die Seiten und F die 
Fläche des gegebenen Dreiecks bedeuten; sei ferner h, die Drei- 
eckshöhe nach e und 0 der Abstand der gesuchten Parallelen 
von C, 80 isi: 

ч, 


he 
1 
Ез ши also: о = 5 he. Dann ist der gröfste Wert des Mantels 
Se Pe 


9 
1. der Cylindermantel — £ 


p h - p). 


D 


2c > Р 
2. Die Oberfläche des Cylinders = — ? lo F — р (с — he)l 


А 2x H* ; А 
Der grófste Wert dieses Ausdrucks: lm ccnl ergiebt sich, 
x (c--h) ° 
F e e = В 
И чена el Es muls somit, soll die Lösung möglich 
с is = 
sein, e > h.. 
Ge 
2 Y "C0 
3. das Volumen — —— ih. — م‎ 
hs d d 
Das Maximum des Volumens: — z F h. erhält man, wenn 
2 à 
man: р = = he nimmt. 


4. die Oberfläche des ringfórmigen Körpers 
= d +b) h? + 4 F o — 0° (a + b + 2 dr 


! a VI ^ * € y И 
Am gröfsten, nämlich: z he EE D Fee SE ZE 

- | a + b + 2c | 

2F 
+ b+20: 

9. Aufgabe: In einem Dreieck mit den Seiten a, b, e 
ist nach der Seite c eine Ecktransversale so zu ziehen, daís die 
Summe der beiden Doppelkegel, welche durch Rotation der 
Teildreiecke um die Seiten a und b erzeugt werden, móglichst 
klein wird. VII. 

Aüflósung: Möge F die Fläche und h,, hẹ die nach 
den Seiten a und b gehenden Hóhen des gegebenen Dreiecks 
sein, so ist, wenn x den Abschnitt der Dreiecksseite c bedeutet, 
weleher an a liegt: 

die Summe der kórperlichen Inhalte der beiden Doppelkegel 
_ 2۴ үр x? A bh (e - jl 
= 75 | en gl y (€ Hr 

gu E „В, bn 

8 (ba + b) 

wenn: x = 020 _ wird. 

ha + hi 

10—12. Aufgabe: Durch den Scheitel 

l. des rechten Winkels eines rechtwinkeligen — durch 
die Kathete а und deren Gegenwinkel «, 


wird diese Oberfläche, wenn p = 


Den kleinsten Wert: erreicht dieser Ausdruck, 


10 


2. des einen Basiswinkels eines gleichschenkligen — 


durch die Basis a und deren Gegenwinkel 4. 


3. des Winkels ү eines durch zwei Seiten a und b und 
den von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel 1 
bestimmten Dreiecks ist in der erweiterten Ebene desselben eine 
gerade Linie so zu ziehen, dafs durch die Rotation des 
Dreiecks um diese Gerade ein Körper vom grófsten Volumen 

entsteht. III. 

Auflösung: Möge die gesuchte Gerade mit der rotie- 
renden Dreiecksseite a den Winkel o einschliefsen, so ist der 
Inhalt des Rotationskörpers, welcher erzeugt wird 

1. durch das rechtwinklige Dreieck, 


= a? ` cote a leos # . cots u -L sin |. 
В] : : 
Es mufs demnach: — а werden, soll das Volumen am erölsten 
К 2 а? . т. собо а 
werden, und es ist das Maximum des Inhalts — : 


3 sin o 


2. dureh das gleichschenklige Dreieck, 
d 0 | 
T а” собо" — \ Е [7 Е U 
= — == Dam sm о + cos ( o). 
e o ә ' D ` 
12 . sin - | =. 23 \ 
y: o Е : А 
Wird also: (с o 9 Lo a so erhält das Volumen seinen gröfs- 
F SO COLO“ Е e % a 
ten Wert: ^ 2 wobei coto A o Ug 9" 
12 sm A = 


3. durch das ungleichseitige Dreieck: 


= — 8 b sin т [a sin e + b. sm (2 + pl 
0 - 
+ ` Р 5 a + b . COS : 
Es mufs mithin: te 4 — i - ! werden: dann wird das 
HX Re "by 


і 
Volumen anm £rolsten und zwar: S p Е ee м wobei 
o sm A 
собе A tg o. 
In allen drei Füllen steht somit die Achse des Rotationskörpers 
senkrecht auf der durch dieselbe Ecke gehenden Schwerlinie 
des Dreiecks. 
13. Aufgabe: Welches von den um ein Quadrat 
derart beschriebenen gleichschenklisen Dreiecken, dals die eine 


Quadratseite auf die Basis des Dreiecks und die Endpunkte der 


Gegenseite auf die Schenkel fallen, erzeugt bei der Rotation 
um die Basis einen Doppelkegel vom kleinsten kórperlichen 
Inhalte? X. 

Auflösung: Die Quadratseite sei a und die Höhe des 
gesuchten Dreiecks h, so ist das Volumen des Doppelkegels 


x ah 
) һ а 
Ze : 9 i Е 
Dieser Ausdruck hat zum kleinsten Wert: p a? und erreicht 
D] 
D . 
denselben, wenn: h — > & wird. 


14. Aufgabe: Die Seiten eines gleichschenkligen Drei- 
ecks gehen durch die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit 
den Seiten a so, dafs dessen Basis der einen Seite a paralle 
läuft. Welches ist die Höhe des gleichschenkligen Dreiecks, 
wenn durch die Rotation der Fläche desselben um die 
Basis ein Körper vom kleinsten Volumen entstehen soll? X. 

Auflösung: Ist h die gesuchte Höhe, so ist das Vo- 
lumen des Rotationskörpers 


дат h? 
ES ) 2h а V3 
: А 21 а з d 
Am kleinsten, nümlich: wird dieser Ausdruck, wenn: 
) 
2 
m] 


a 1 a wird 


15—16. Aufgabe: Aus o, dem Radius des einem Drei- 
eck einbeschriebenen Kreises, und dem Dreieckswinkel « das- 
jenige Dreieck zu bestimmen, welches bei der Rotat lon um 
die dem Winkel Ki gegenüberliegende Seite einen Doppelkegel 

l. vom kleinsten Volumen. 
2. von der kleinsten Oberfläche 
beschreibt. ҮШ. 

Auflösung: Bezeichnet x einen zweiten Dreieckswinkel 
und h, die zur Gegenseite а des Winkels 4 gehörige Dreiecks- 


höhe, so ist zunächst: 


4 
2 D COS 5 
d = 
& Ki ‚ 7 
sin (x + a) sm 5 


SE ter 


und: 0 | 7 o: : al 
=i. im E: ) віп =). 
„= ug) (х + g) t sin a з 
sin 
2 
Daher: 1. das Volumen des Ratationskórpers l 
А | : di А al? 
9 = cotg с sin (5 + x) + sin 7 
s XS 2 2 2 
= —— 0 E > - E : 
e Ei" dr Am. a o 
sin; sin Le ж) sns Е 
Hieraus ergiebt si 1 7 DEM S 
aus ergiebt sich der kleinste Wert: ет cotg 5 | 
für: ja | [71 ^ 
siu X; = 8 8l : 
lo + | sim 9 
2. die Oberflüche des Doppelkegels 
OUS « NE T а Sak | 
4 T p“ сое 3 2 sin (x + ә) + вш e , 
eec er E E EE 5) : x T 
sin ә ji ( : )— sin - 
9 sm (x + 5, sın 5 
Der kleinste Wert dieses Ausdrucks | 
c 2 a Р 
2 x p“ соф : 1 + V 2| 
NUT NANI 
ergiebt sich, wenn: sin |х + 9| = |! + V2 | sin ә- 
С E 


17. Aufgabe. Welches von den gleichschenkligen Drei- 
ecken, die einen konstanten Umfang haben, beschreibt bei der 
Rotation um die Basis einen Doppelkegel vom  grófsten 
Volumen? VI. 

Auflösung: Sel 2 a der gegebene Umfang und x der 
Schenkel des Dreiecks, so ist: 


9 
das Vol == ат н) (а — х). 
0 - 
Am grófsten und zwar — - wird demnach das Volumen. 


12 


wenu: x а. 


He I 


18--19. Aufgabe: Welches von den Rechtecken mit 
konstantem Umfange beschreibt bei der Rotation um eine 
seiner Seiten einen Cylinder 
1. vom gröfsten Volumen? 


_ Wa Ze 


2. bei welchem der Mantel die Summe der Grundflächen 
5 


ап Grölse am meisten übertrifft 2 


ХІ. VI. 
Auflösung: Ist a der halbe Umfang des Rechtecks 
und rotiert dasselbe um die Seite (a — x), so ist: 
1. das Volumen = x? z (a — x). 
Es wird demnach das Volumen am gröfsten und zwar 
4 аё я 2 
=, Wen: X = 4 а. 
2. Übertrifft der Mantel die Summe der Grundflächen 
um D, so ist: D — 2 x z (a — 2 x); es erreicht D den gröfsten 
a 


Wert, wenn: x =“. 
4 

20. Aufgabe: Welches von den Parallelogrammen, die 
in einem Winkel und in dem Umfange übereinstimmen, be- 
schreibt bei der Rotation um eine seiner Seiten einen 
Körper vom grófsten Volumen? XI. 

Auflösung: Sei « der Winkel und a der halbe Umfang 


des Parallelogramms und rotiere dasselbe um die Seite (a — x), 
so ist: das Volumen = т . sin? a . x? (a — x). 
Hieraus folgt, dafs das Volumen am gröfsten und zwar 
4 ә a Ч 2 
= — 8? x si? а wird, wenn: х = 4 а. 
27 i 3 
Die Oberfläche des Rotationskörpers ist — 3 айх). ай а. 


91—922. Aufgabe: Durch die eine Ecke eines Rechtecks 
ist iu der erweiterten Ebene dieser Flüche eine gerade Linie so 
zu ziehen, dafs dureh die Rotation des Rechtecks um diese 
Linie ein Kórper 

1. vom grófsten Volumen, 
2. von der grófsten Oberfläche 
erzeugt wird. III. 

Auflósung: Sind а und b die Seiten des Rechtecks 
und schliefst a mit der Rotationsachse den Winkel о ein, so ist: 
1. das Volumen des Rotationskórpers = a b т. (a sin ¢ + b cos 9), 
2. die Oberfläche desselben = 2 r (a + b) . (a sin ¢ + b созо). 

Am grófsten wird jeder dieser Ausdrücke und zwar 

das Volumen = a b z Va? + b?, 
die Oberl. = 2 r (a + b) Va? + b;, 


wenn: tg о = ч also wenn die Rotationsachse senkrecht zur 
Diagonale des Rechtecks steht. 

98—94. Aufgabe: Durch den Scheitel des Winkels o 
eines Parallelogramms mit den Seiten a und b ist in der erwei- 
terten Ebene des Parallelogramms eine gerade Linie so zu 
ziehen, dafs durch die Rotation der Flüche des Parallelo- 
gramms um diese Linie em Kórper 

1. vom grófsten Volumen, 
2. von der gröfsten Oberfläche 
entsteht. III. 

Auflösung: Möge d die Diagonale des Rechtecks be- 
deuten und bilde die Rotationsachse mit a den Winkel z so 
findet man: 

1. das Vol. des Rotationskörp. = a b r sin a [a sin v + b sin (а + 2)], 
2. die Oberfläche desselben = 2 z (a + b) [a sin 2 + b . sin (a + 4)]. 
Durch die Substitution: 
- а E b COS Q 
cote A - z 
= b sin « 

findet man, dafs der gröfste Wert 

1. des Volumens = a b d z sin а, 

2. der Oberfläche = 2 z d [a + b 
ist, sobald о = А wird. 


ї 


Aus der Gleichung: etg g = ————— - ergiebt sich 


> 


ferner, dafs die Rotationsachse auf d senkrecht steht. 

25—26. Aufgabe: (Vergl 162, 168.) Welche Kreis- 
sehne beschreibt bei der Rotation um den ihr parallelen 
Durchmesser die Mantelfläche eines Cylinders 

1. vom gröfsten Volumen? 
2. von der grölsten Oberfläche ? 
x EE 

Auflösung: Es bedeute r den Radius des gegebenen 
Kreises und 2 y den Centriwinkel, unter welchem vom Kugel- 
mittelpunkte aus der Durchmesser der Endfläche des erzeugten 
Cylinders erscheint, so ist: 

1. das Volumen des Cylinders = 2 г? x. sin? у cos у, 

T > 4 = т? : . 1 
und der grófste Wert: SES ergiebt sich, wenn: cos у = y 


Va 


2. die Oberfläche des Cylinders = 2 г? x [sin? y + sin 2 у]. 
Am grófsten, nämlich: 1° z [1 + V5], findet man die Ober- 
fläche, wenn: tg 2 y - 2 gesetzt wird. 

Aus der Fläche eines Quadrats von 


907—928. A ufea beo: 
in zwei Nachbarecken A und B zwei einander 


der Seite a sind 
tangierende Quadranten so auszuschneiden, dafs die Restfläche 


bei der Rotation um AB einen Körper 


1. 


9 


vom grófsten Volumen, 
von der kleinsten Oberfläche 


beschreibt. 
Auflösung: 


MI. VL. 
Radius des einen Quadranten, 


Ist x der 
Volumen und mit & die Oberfläche des 


so ist, wenn mit V das 
Körpers bezeichnet wird, 
- а: т x 
|, үза — 28 m xo а х), 
2 
2. G =5a r + 2 я (х° а х). 
Es wird also V Maximum und G Minimum, nämlich: 
ч Ба? т 
\ 
6 
H а? т 
Lt = —— 
2 
а 
wenn: x = SR 
An zwei Ecken A und B eines 


29—30. Aufgabe: 
gleichseitigen Dreiecks von der Seite a sind aus der Dreiecks- 
Kreissextanten so auszuschnei- 


fläche zwei einander berührend: 
den, dafs die Restfläche bei der Rotation um AB einen Körper 


1. vom grófsten Inhalt, 
9. von der kleinsten Oberfläche 
VAL YEE 


beschreibt. 
Ist x der Radius des einen Sextanten, so ist 


Auflösung: 
1 Du 
1. das Volumen — i9 à? ко= л {же = ax. 


2. die Oberfläche = 5 a”. (2 + V3) x.(2 V3)(x? — ах). 


8 Bs: А e : : 
Pür: x = wird somit das Volumen Màximum und die 


Oberfläche Minimum und zwar: 


Vol. 
Oberfl. — „ә. E +8 Va). 


31—32. Aufgabe: Aus der Flüche eines Rhombus 
mit der Seite a und dem spitzen Winkel a — 60" sind an zwei 
Nachbarecken zwei einander berührende Kreissectoren so aus- 
zuschneiden, dafs die Restfläche des Rhombus bei der Rota- 
tion um die Centrale der beiden Kreise einen Kórper 

1. von dem gröfsten Volumen, 
2. von der kleinsten Oberfläche 
erzeugt. XI. VI. 


Auflösung: Sei x der Radius des emen und (a — x) 
derjenige des andern Kreises, so ist: 


1. das Volumen des Rotationskörpers 


T وا‎ 4s 2 v3 12 
= - 9 a9 — 4. (8 х? + [a — lä 
12 | ' | | )!. 


e . a? «x fü А 
Das Maximum dieses Raumes: ` CR 2 V3 — | erhält man. 


wenn: x — wird. 


a 
1 + V8 
2. die Oberfläche desselben 


— аз @ + 38 ۷3 )—22ax(2—V3) + 2x3. (4— V8 ) 


H 816 Le SE s 
Den grófsten Wert: E а” z ИЗ [8 v3] 
4 [4 — Из] 


erreicht dieser 


Ausdruck, wenn: x — - -— genommen wird. 
2 (4 Ws)" 

33—36. Aufgabe: Welches von den in einem Halbkreis 
über dem Durchmesser stehenden rechtwinkligen Dreiecken be- 
schreibt bei der Rotation um die Hypotenuse einen 
Doppelkegel 

1. von der gröfsten Oberfläche? 
2. von dem grölsten Inhalte? 
von der grófsten Differenz der Mantelflächen ? 
von der grölsten Differenz der Volumteile? 


49 


Auflösung: Sei y der eine spitze Winkel des recht- 
winkeligen Dreiecks mit der Hypotenuse 2 r, so wird: 


1. die Oberfläche = 2 r? x sin 2 y V1 + sin 2 Уз 
9 
sowie: 2. das Volumen = ;4 r? x sin? 2 у 
o ы 


offenbar am grölsten, wenn das rotierende Dreieck gleichschenkl. ist. 
3. Die Differenz der. Oberflächenteile 


—2rrsn2y.Vi-sin2y 
wird Maximum, wenn: sin 2y — "E also die Höhe des rotie- 
; З 2 : 
renden Dreiecks — aT genommen wird. 
4. Die Differenz der Volumteile 
2 x T T 2 
= 3 г. Hk y: ° COS á Л 
wird am grölsten, wenn: соз 2 у = v3’ also die Höhe nach 
/ d 
der Hypotenuse des rotierenden Dreiecks — E Yu 
" 3 
п 


37—39. Aufgabe: Welche von den in eine Kugel 
gestellten geraden Pyramiden mit regulärer B 


1. dre; —, 2. vier —, 3. n — 


asis von: 


Seiten hat den gröfsten körperlichen Inhalt? XI. 
Auflösung: Seirder Kugelradius und x der Abstand der 
Grundfläche der geraden Pyramide vom Mittelpunkte der Kugel, sei 


3. der nseitigen Ep, == "i F 


$ 


; - 360% `. : : 2 
ferner der Winkel —— mit ү bezeichnet, so ist das Volumen: 
n 
au ka ы A 
1. der dreiseit. Pyr. — ge + x) D — ×, 
9. der vierseit. Руг. — 3 C++). – х5). 
О р а се - "m T 
3. der nseit. Pyr. — gay. (r4 x (r — El 
Es muís demnach für den Fall des Maximums dieser Kórper: 
X == . werden, und es ist das gröfste Volumen 1. der dreisei- 
ә S 
à 8:#. Ka ЖЕТ 64 1% 
seitigen Рут. = —-——; 2. der vierseitigen Рут. = ———; 
И 21 x 81 
16 n 


sin IE 


40. Aufgabe: Ein n-seitiges reguläres Polygon soll 
an den Ecken durch Wegnahme vierseitiger kongruenter Flächen 
so abgestuinpft werden, dafs durch Umbiegung der rechteckigen 
Seitenteile aus der Restflüche des Polygons ein n-seitiges ge- 
rades Hohlprisma mit regulärer Basis und dem grófsten 
körperlichen Inhalte entsteht. ХІ. 

Auflósung: Sei а die Seite des regulüren Polygons 
und x die Grundkante des zu bestimmenden Prismas, sei ferner 


1809 . 
— == { gesetzt, so ist 


п 
y: n ; 1 
der Inhalt des Prismas - = . бю” т. x* . (n = хў. 
E "PUR PUE de 2 : 
La mufs somit im Fall des Maximums: x = ; a sein und der 
ә 


grófste Wert für den kórperlichen Inhalt lautet: 


n 3 to? 
er, a3 . tg? y. 
54 E 


41—44. Aufgabe: Welches von den senkrecht zur 
Grundfläche in eine gerade nseitige Pyramide mit regu- 
lärer Basis derart hineingestellten geraden nseitigen Pris- 
men, dafs die Ecken der oberen Endílüche auf die: 

a) Seitenkanten, 
b) nach den Grundkanten gehenden Seitenhöhen 
der Pyramide fallen, hat 
1. das grölste Volumen ? 
2. bei welehem übertrifft die Summe der Seitenflächen 
diejenige der Endflächen an Grófse am meisten? XI. VI. 
Auflósung: Ist h die Pyramidenhóhe, ist ferner r der 


Radius des um die Pyramidenbasis — und p derjenige des um 
die Basis des Prismas beschriebenen Kreises und setzt man 
x 360° : 
9 ү = 777 ВО 180: 
n 
p KS 4 E 
a) 1. das Volumen = === sin 2 x . 02. (r — 0). 
i 29.1 ' : 
9 5 
са " 2 n hr? Я ; А 
Der grölste Wert: —; ain 2 « ergiebt sich, wenn man: 
Я 2 
— 
D EET setzt. 
р 
m 


2. Die Summe der Seitenfl. übertrifft die Summe der 
Endf um; 


D 


W 


d 


y 


= sin y . ọ |h r — р (h + r cos 4. 

AME х h? гт sin Y ; 
Das Maximum dieses Ausdrucks: ——.——— ——— _ erhält man, 
9 (h -L r cos y) 


wenn 9 = - = TR, gesetzt wird. 


b) 1. 2. Im zweiten Fall hat man nur r cos ү statt т zu setzen. 


45—47. Aufgabe: Ein dreiseitiges gerades Prisma 
mit kongruenten gleichseitigen Endflüchen ruht mit den Ecken 
der einen Basis auf drei in einer W ürfelecke zusammen- 
treffenden Würfelkanten und mit den Ecken der anderen Grund- 
fläche auf den drei in der Gegenecke des Würfels zusammen- 
stofsenden Seitendiagonalen. Wie grofs ist die Basis des 
Prismas zu nehmen, wenn 

1. der körperliche Inhalt, 
2. die Summe der Seitenflächen, 
3. die Oberfläche 
des Prismas möglichst grofs werden soll? XI. VI. 


Auflösung: Bedeute a die Würfelkante und x die 
Grundkante des Prismas, so ist: 
3V2 


„жї a V2 — x]. 
8 


1. das Volumen — 
9 9 C 
dasselbe erreicht seinen gröfsten Wert: = al, wenn: x=; à V2 


9 3 


wird. 
6 H > 3 V6 Vs 
2. die Summe der Seitenflächen = —3— x (a V2 — x); 
9 а? a 
der grófst. Wert dies. Ausdr.: [^ V 6 hat statt, wenn: x — v5 


V3 


3. die Oberfluche = ——.x[6 а — x (8 V9 — 1)]; 


922.V3 
2 (802—1) 


dieselbe erreicht ihren gröfsten Wert: , wenn: 


8 a 
San 


48—52. Aufgabe: Bei welchem Ho hlmafs von der 


Form e. geraden 


vierseitigen 
2. dreiseitigen 


Pyramide mit regulärer Basis, 


3. nseitigen | 
Cylinders, 


5. Kegels, 


Ux 


das einen gegebenen Rauminhalt fafst, geht von der zu messenden 
Flüssigkeit durch die Adhäsion an den Wänden möglichst wenig 
verloren? X. 

Auflösung: Sei x die Seite der Pyramidenbasis, o der 

3609 

Radius des Cylinders und des Kegels, ^E == 2 ү, und bedeute 
h die Körperhöhe der Hohlmalse, deren Rauminhalt V sein möge, 
so ist die Summe der Gefälswände 


1. bei der viers. Рут. — .V36 V? + X" 


Das Minimum dieses Ausdrucks: 3 V 9 V3 V* ergiebt sich, 


wenn: x — Vsv Va ends үз. 


A rm enm " аку ^ 
2. bei der dreiseit, Pyramide — : V 108 V? + e E 
X ) 


š ы 9 V? S " 
Am kleinsten, nümlich: 8 PE wird diese Summe, wenn: 


2 
р) 


3 
Lech /6 V 
IL V Vo und m= 4 =. 


3. bei der nseitigen Pyr. = 


3 
: Be 2d n V3 7 з : А 
am kleinsten, nämlich: 8 5 VƏ . tg y. V*, wird hier die- 


9 
2 
8 3 
TERETE 6v 
ser Ausdruck, wenn x — 2 ] ——— 9—' und h= ==, 
n v2 n tg 
4. bei dem cylinderfórmigen Gefäls = ln r CW | 


D 


Die kleinste Wand: 3 Vz V? ergiebt sich hieraus, wenn: 


3 
ПРА V*. 


5. bei dem kegelfórmigen Mafs 


ку Se 
. г . ә 9 rə 
Den kleinsten Wert dieses Ausdrucks: ô V 4zVà3.v? 


~ 5 FR 
LEBEN V 6 V 
findet man somit. wenn man: pp und h = ў 


х V2 ® 


nimmt. 


58—54. Aufgabe: Jede der Endflächen eines geraden 
Cylinders ist die Grundfläche eines geraden Kegels, dessen 
Spitze im Mittelpunkte der anderen Endflüche liegt. Bei der 
Durchdringung der Kegel entsteht ein stundenglasartiger 
Körper und em Doppelkegel. Welches müssen bei gegebener 
Oberfläche die Dimensionen des Cylinders sein, wenn bei beiden 
inneren Körpern 

1. die Inhalte am gröfsten, 
2, die Mantelflächen am kleinsten 


werden sollen? XI. VII. 


Auflösung: Ist F die gegebene Oberfläche und r der 


Radius der Endfläche des Cylinders, so ist: 


7 : i 
1. Inhalt des Stundenglases — 9j ! F—2rrxr 
Inhalt des Doppelkeeels = 1 1 [F — UFR 
118 ` p} есе: = 54 2 
: : ; Уа, P 
Das Maximum tritt ein, wenn: r — V | 
6% 
2. Mantel des Stundengl. 1 WECKER E 
CH -— 
Mantel des Doppelkeg. p F- + 5 гі 2-41 К. 
| . |] g: 
Am kleinsten werden diese Flächen, wenn: r yr — 


55--56. Aufgabe: Zwei kongruente Quadrate, deren 
Ecken auf je vier in einer von zwei Gegenecken eines regulüren 
Oktaeders zusammenlaufenden 

a) Kanten, 

b) Seitenhóhen 
liegen, stehen senkrecht zu der die erwähnten Gegenecken des 
Oktaeders verbindenden Körperdiagonale und bilden die End- 
flächen zweier Pyramiden, von denen jede ihre Spitze im Mittel- 
punkte der Basis der anderen hat. Wie grofs müssen diese 
Quadrate sein, wenn bei der Durchdringung der Pyramiden ein 
Doppelpyramidenstumpf vom grófsten Volumen entstehen soll? XI. 

Auflösung: Bezeichnet a die Oktaederkante und x die 

Seite des Quadrats, so ist das Volumen des Doppelpyramiden- 


stumpfs 7 " 
AB = S Te a — XL 
6 ] 2 
А А А 2 : 
Das Maximum tritt bei x = y а ein. 
7 
b = =. [8 И — 2x. 
12 
Dies Volumen wird am grófsten, wenn: X = .۾‎ Va. 
3 


7. Aufgabe: Zwei kongruente Kreise, welche senk- 
recht zu derselben Diagonale eines regulüren Oktaeders ge- 
stellt sind und mit den Peripherieen je vier in einer Oktaeder- 
ecke zusammentreffende Seiten des Oktaeders berühren, bilden 
die Endflüchen zweier Kegel, von denen jeder seine Spitze im 
Mittelpunkte der Basis des anderen hat. Wie grofs müssen die 
Kreise sein, wenn bei der Durchdringung der Kegel ein Stun- 
deuglas vom gröfsten Volumen entstehen soll? XI. 

Auflósung: Bedeutet а die Oktaederkante und р den 
Radius der Endfläche des stundenglasfórmigen Körpers, so ist 
das Volumen des Kórpers 


vxV2 
V کڪ‎ + H 0: D (8 — 2 0), 
12 K ў 
? " a » а А 
und ез muís im Fall des Maximums р 3 werden, d. h. die 


Endflächen des Stundenglases müssen die Oktaederselten in den 
Schwerpunkten berühren. 


m 
on 


st 


PSU Nm 


58—59. Aufgabe: Ein aus zwei kongruenten Kegeln 
bestehender Doppelkegel ist durch zwei senkrecht zur Achse ge- 
richtete Ebene in kongruenten Kreisen so zu schneiden, das, 
wenn man jeden dieser Kreise zur Grundfläche eines Kegels 
nimmt, dessen Spitze im Mittelpunkte des anderen Kreises liegt, 
der bei der Durchdringung der Kegel entstehende 

1. stundenglasfórmige Körper, 
2, Doppelkegel 
das gröfste Volumen hat. XI. 

Auflósung: Sei bei dem gegebenen Doppelkegel r der 
Radius und 2 h der Abstand der Spitzen, sei ferner p der Ra- 
dius des Stundenglases, so ist: 


2 ? 14 ЕУ к 
. ааз Ol. des otunaengl = — x „О? D hj 
1. das Vol. des Stundengl ; " 
o 3 r [ xL 
2. das des Doppelkegels = 5 zu 0° (т — p). 
X т : 2 
Die Volumina werden also am grófsten, wenn: р = 5 г. 
x o 


60—68. Aufgabe: Auf emer Kugel vom Radius r 
zwei kongruente Parallelkreise so zu wählen, dafs, wenn man 
jeden. derselben zur Grundflüche eines geraden Kegels nimmt, 
dessen Spitze im Mittelpunkte des anderen Kreises liegt, bei der 
Durchdringung der Kegel: 

a) ein stundenglasartiger Körper 
1. vom grölsten Volumen, 
2. von der gröfsten krammen Oberfläche, 


— 
© 


ет Do ре lk egel 
1. vom grófsten Volumen, 
2. vom gröfsten Mantel 
entsteht. XI. VI. 
Auflösung: Sei р der Radius der parallelen kongru- 
enten Kugelkreise, so ist: 


a) 1. das Vol des Stundenglases — . h (r* — h’, 


2 
А 9 : TS TE ENTIA 
2. die Mantelfl. desselben — et, Vr +2r*.h*—3h?, 


b) 1. das Volumen des Doppelkegels == 


2. die Oberfl. desselben = a .V?íbu25.10-—3Hh. 


ka 


64—65. Aufgabe: Welcher von den geraden Kegeln, 


> 


Alle diese Grófsen werden am grö/sten, wenn h = 


die ihre Spitze in der einen Würfelecke haben und mit der 
Peripherie der Basis die in der Gegenecke des Würfels zusam- 
menlaufenden 

a) Würfelkanten, 

b) Flächendiagonalen 
berühren, hat den grófsten körperlichen Inhalt? XI. 

Auflösung: Ist a die Kante des Würfels und p der 

Radius der Kegelbasis, so ist: 


a) der Inhalt des Kegels = — —— . 0 . [a V 6 0]; 
t 9 de V H D 
з V2 
| г 2 а уг 
аш grölsten wird dieser Ausdruck, wenn: р = — V6; d. h.? 
o 


b) das Volumen des die Wuürfelseiten berührenden Kegels 


- R 2 , /9 کے‎ do . 
= 3 a ar [a 1 ә D | 2]; 
: Ar а rr 
es wird am gröfsten, wenn: p = 4 V6. 


[2] 

66. Aufgabe: Zwei kongruente Kreise, welche senk- 
recht zur Würfeldiagonale gestellt sind und mit den Pe- 
ripherieen je drei in einer Würfelecke zusammenlaufende Flächen- 
diagonalen des Würfels berühren, bilden die Endflächen zweier 
Kegel, von denen jeder seine Spitze im Mittelpunkte der Basis 
les anderen hat. Wie groís müssen die Radien 0 der Kreise 
sein, wenn bei der Durchdringung der Kegel ein Stunden- 
glas vom grófsten Volumen entstehen soll? XI. 

Auflösung: Bedeutet a die Würfelkante, so ist das 
fragliche Volumen: 


y IR 
Vz . 0°. [а 3 - 2. kal 


und wird am grófsten, wenn р = V Die Kreise berühren 
) 
demnach die Würfelseiten in den Schwerpunkten. 

67—68. Aufgabe: Welche von den geraden dreiseitigen 
Pyramiden mit gleichseitiger Basis, die ihre Spitze in einer 
Würfelecke haben, während die Ecken der Basis auf den 
drei in der Gegenecke des Würfels zusammenlaufenden 


lie 


С 


DI 


a) Würfelkanten, 
b) Flächendiagonalen 
liegen, hat das grófste Volumen? XI. 
Auflösung: Bezeichnet a die Würfelkante und x die 


Grundkante der Pyramide, so ist: 


a) Volumen — E .39. [8 a V 3 — x| 
und wird am grófsten, wenn: х = 2 a V. 

bj Volumen = i9 ox? (8i. — x 97; 
Hier tritt das Maximum ein, wenn: x = a V z. 


69—71. Aufgabe: In einen geraden Kegel ist senk- 
recht zur Basis ein gerader mit der Peripherie der oberen Basis 
den Kegelmantel berührender Cylinder 

1. von der grófsten Mantelflüche, 

2. von der grófsten Oberflüche, 
3. von dem grófsten Volumen 
zu stellen. VI. XI. 

Auflósung: Seir der Radius und h die Hóhe des ge- 
gebenen Kegels, sei ferner p der Radius des hineinzustellenden 
Cylinders, so wird : 


h e 
1. der Mantel = 2x.—.(rp-—- p” 
La 
А EE rzh r 
Maximum, nämlich = —5—, wenn: p = p 
Е 2 т 
2. die Oberfläche — [r h р р“ (h — 1| 
T 
fat 1 ا‎ kr wr 
am eröfsten, und zwar: = ——, Wenn: p = zg 
2 i A 2 (h — ry : 2 (h — r) 
е ب‎ hr : $ 
3. das Volumen = Se rq) 
x 4 а 2 . 
am gróísten, und zwar: = gç . 1° . x h, sobald: р = gr wird. 
21 i { 


72—74. Aufgabe: Senkrecht zur Basis ist in ein regu- 
läres Tetraeder ein gerader, mit der Peripherie der oberen 
Grundfläche drei Seitenkanten des Tetraeders berührender 
Cylinder . 

1. vom grófsten Volumen, 
2. vom grófsten Mantel, 


26 


3. bei welchem die Mantelfläche die Summe der beiden 
Grundflüchen an Gröfse am meisten übertrifft, 
zu stellen. XI. VI. 
Auflösung: Sei der Radius des Cylinders, so ist: 


1. das Volumen = т. (; MEY = үз). 


LI LI 
Den grófsten Wert: 243 a? x 6 erreicht also das Volumen, 


9 a 1/5 
wenn: p — - V3. 


" % ` 
2. der Mantel = 2 z V2 (2 ¢ V8 — o5] 


e а ve Vë В 
hieraus ergiebt sich: р = 8 V3 und als gröfster Wert des 
) 


m 


Mantels: 3 


3. Ist D die Differenz, um welche der Mantel grófser 
ist als die Summe der beiden Grundflüchen, so ist: 


DARE E 0 V6 = pe: (V2 + 1)). 


ә 


Hieraus folgt, dafs D am grófsten und zwar == —— de 
3 (V2 + 1) 

a. V6 
- 6iV2. 5 1) 

75—77. Aufgabe. Senkrecht zur Basis ist in ein regu- 
läres Tetraeder ei gerader, mit der Peripherie der oberen 
Grundfläche drei Seitenflächen des "Tetraeders berührender 
Cylinder 

1. vom gröfsten Volumen, 


wird, wenn: р 


2. vom grófsten Mantel, 
3. von der grölsten Oberflüche 
hineinzustellen. XI. VI. 


Auflösung: Ist o der Radius des Cylinders, so ist: 


- а o Ja n UNES 
1. das Volumen = т. 50°. v6 —- 2 de y» ) 


E air 2 CR T 3/2 а т 
Es wird am grófsten, nämlich — - V 6, wenn: o = Va. 


2. der Mantel = 2 z. (5 Bones] 01. 1 2) 


len 


en, 


f a S А . guy T " 

Für р = TL 3 ergiebt sich demnach als grófster Wert für den 
a z V2 

Mantel —— 

12 
anos - а ; E [5 
3. die Oberfläche = 2 x t pl 6 = p“. (2 } 2 — d 
ә у 
Hieraus folgt, daís die Oberfläche am gröfsten und zwar: 


a? z 4 а 
— wird, wenn: 0 = س‎ — 
BECK, — 1) Ke oe y. 9» 
78—79. Aufgabe: Welcher von den senkrecht zur 
Basis in ein reguläres Tetraeder gestellten und mit der Pe- 
ripherie der oberen Grundfläche, drei Seitenflächen des Tetra- 
eders berührenden Cylindern übertrifft am meisten 
1. an Volumen, 
2. an Oberfläche. 
die über denselben in das Tetraeder beschriebene Berührungs- 
kugel? XI. VI. 


Auflósung: Ist o der Radius des Cylinders, so ist die 
= М А 


x): * а N / - : 
Cylinderhóhe h = 5 V6 — 2 V2 und der Kugelradius 
o / E 
0 B 
o = + V2. Daher wird 
£ 9 
1. Diff der Volumina = >. (а0°. Кё 0° V2) 
o 
т 9 а V3 
Maximum für р = — gp 
Ké o 7 a 5 c 
und 2. Diff. der Oberflächen = 2 z p ka (5 v3—2 0 
ә 
ал ölst v5 
t OT SN а га = — € ө 
n groisten, wenn 0 12 > 


80—83. Aufgabe: Welcher von den geraden Cylin- 
dern, die einer geraden vierseitigen Pyramide mit lauter 
gleichen Kanten einbeschrieben sind und mit der Peripherie der 
oberen Basis die vier Seitenflächen der Pyramide tangieren, hat 

1. den grölsten Mantel? 
9. das grófste Volumen ? 
bei welchem übertrifft der Mantel die Summe der beiden Endflüchen 
3. an Grölse am meisten ? 
bei welchem siebt der Mantel mit der Oberfläche der über dem 
Cylinder in die Pyramide embeschriebenen Berührungskugel 
4. die erölste Flächensumme ? MD ЖГ 


28 


Auflösung: Sei a die Kante der Pyramide, p der Ra- 
dius und h die Hóhe des Cylinders, so ist: 


1. der Mantel = 2 т 0 ја Vo 3. v3! 


E ды. | 
-: а As ; : 
Wird demnach р = 15 V6, so erreicht der Mantel seinen 
Е: > ат 
grófsten Wert: 1v3: 
9 1,1: : ѕ ја V Za 
2. Das Cylindervolumen = z 0. I2 9 — р М3 |: 
a V EK : V 9 
M А ах / 2 t a V2 
Sein Maximum : - erhält man, wenn man о — ya setzt. 
5 y 3 V3 


3. Die Diff. der Oberflächenteile — 2 x E Кө p(l + V3 d 


Dieselbe wird am grófsten, nämlich: ———————_,‚, wenn 
; 4 (1 + V8) 
a V2 
о = ———— c wird. 
4 (1 + УЗ) 


4, Die Flächensumme 


= VID IV TER hr Va E 
4V3 ( | 


e Р а? /3-1o 
Das Maximum dieses Ausdrucks: 16 [1 + ҮЗ P hat statt, wenn 
) 


ü "= 9 
h = Ly? 1| 


84—85. Aufgabe: In einen geraden Kegel senkrecht 
zur Basis einen geraden Cylinder hineinzustellen, welcher 
hinsichtlich 1. der Mantelflüche, 

2. des Volumens 
denjenigen Kegel an Grófse am meisten übertrifft, welcher 
durch die obere Basis des Cylinders von dem gegebenen Kegel 
abgeschnitten wird. VI. XI. 


Auflösung: Ist 5 der Radius des Cylinders, so ist, 
wenn r der Radius, h die Hóhe und s die Seite des gegebenen 
Kegels bedeuten, 


1. die Diff. der Mantelflüchen — = 


2hrp—p*(2h + s. 


De 


D 


PA 


211 


jenige der Kugel, so ist p; = 


жш, “АУ eg 


А r z h? > 2 S 
Den grófsten Wert: meu erreicht diese Grölse, wenn: 
= an 8 
Fh ind 
p = ——— wird. 
: 2h+s 
; А S hie , А 
2. Die Diff. der Volumina = 5— . 0. (8 г — 4 0). 
or 
t : ch : TAE r 
Den grófsten Wert: -p erreicht also die Diff. für: p = =. 


86—88. Aufgabe: Senkrecht zur Basis ist in einen 
geraden gleichseitigen Kegel derjenige gerade Berührungs- 
cylinder hineinzustellen, welcher die über ihm konstruierbare, 
den Kegelmantel und die obere Endfläche des Cylinders berüh- 
rende Kugel 
l. an Mantelflüche, 
2. ап Oberflüche, 
3. ап Volumen 

am meisten übertrifft? VI. XI. 

Auflósung: Sei p der Radius des Cylinders und pi der- 
p 
S 2257 

V3 

Bedeutet nun r den Radius des Kegels, so übertrifft der 

Cylinder die Kugel 
2r CC /a 
1. an krummer Oberfl. um: в 0 [3 iVa p 2 +3 1 8)]. 
3rV3 
2 [2 + 3 V3] 
dr = = 
z- р[8-т V3—-,8V3-1)]. 

o 


T 3rV3 
Das Maximum dies. Ausdrucks tritt ein, wenn: o — PLN AEN 
TAGES 


Soll diese Diff. Maxim. werden, so muls о = 


9. An Gesamtoberfl. um: 


e V3 3 
97 


3. an Volumen um: p? 27 r — 31 0]. 
+ і 18 г : m 
Hier muls: p = = j^ wenn dieser Ausdr. am gröfsten werden soll. 
ГЭ) 


89—91. Aufgabe. Welcher von den geraden C ylin- 
dern, deren kongruente kreisfórmige Endflüchen an zwei 
Gegenecken eines W ürfels je drei in einer dieser Ecken zu- 
sammenlaufende Würfelkanten berühren, hat 


den erófsten körperlichen Inhalt ? 
2. den gröfsten Mantel? 
3. bei welchem übertrifft der Mantel die Summe der 
Endflächen an Gröfse am meisten? XI, VI. 
Auflösung: Wenn a die Würfelkante und o der Ra- 
dius der er des Cylinders ist, so ist: 


das Volumen = 0° т [a V3 — б |: 
: up 5 Ce GER y 5 а جر‎ А 
es wird am gröfsten, nämlich: g a И 3, wennp = = V6 wird. 
R D ә 
2. der Mantel = 2 o т |а V3 — 0 V2 |; 
u^ T ду ee а 
derselbe erreicht sein Maximum: 1 a“ т V2, wenn р РЕА 


3. der Unterschied der ` krommen und ebenen EE 


flüàchenteile — 2 т p a Var p (V 2 + 1)]; 
ә 
am grölst., näml.: 5 a” r (V2 — 1), wird dies. Ausdrack, wenn: 
a V3 
p 


2(V9- 1) 
92—95. Aufgabe: In einen Würfel einen geraden 

Cylinder 1. vom grófsten Volumen, 

2. vom grölsten Mantel, 

). von der grófsten Oberflüche, 

4. von der grófsten Differenz zwischen Mantel 

und der Summe der Endflüchen 

so hineinzustellen, dals seine Achse mit der einen Körperdiago- 
nale zusammenfällt und jede seiner Endflächen mit ihrer Peri- 
pherie drei in einer Würfelecke zusammenlaufende Würfelseiten 


berührt. XI. VI. 


Auflösung: Bedeutet ? der Radius des Cylinders und 
a die Würfelkante, so ist: 


das Volumen = т 0° | а М3 — 2V2 |; 
А E - x а 1/2 a 
es wird den gröfsten Wert: = ҮЗ erreie hen, wenn p = > 
18 = уе б 
der Mantel = 2 z р (а V3 — 2 р V2). À 
дт a V6 
Sein Maximum: rd 2 Vo tritt bei p = —— .—- ein. 


3. Die Oberfläche — 2 z ¢ [a 


m 


W 


a 


ler 


1 


"T За? т а V3 
u. wird am grófst., näml.: ER —— wenn p = ge 
2 (2 о — Ska nu 

5 Lë 
4. Die Diff. der Oberflác 7 ile —— 2z? [a Kg (2 V24 1)]- 
А b З a? т А TOP 
Das Maximum dieses Ausdrucks: Uc — wird erreicht, 

22V 2 +1 


wenn р = - жос Луй. 


96—98. Aufgabe: Ein gerader Kreiscylinder be- 
rührt mit der Peripherie der einen Endflüche drei in einer Ecke 
zusammenkommende W ürfelkanten und mit der Peripherie 
der anderen Endfläche die in der Gegenecke des Würfels zu- 
sammenstofsenden Flächendiagonalen. Wie grofs mufs jede 
Endfläche des Cylinders sein, wenn der Cylinder 
1. den grölsten körperlichen Inhalt, 
2. den grölsten Mantel, 
» die grölste Oberflüche 

haben soll? XI. VI. 

Auflösung: Bezeichne p den Radius des Cylinders und 
а die Würfelkante, so ist: 


das Volumen — 5 Үз 0 (2 a — р V 6); 

я _ 8 2 o 
es wird den gróíst. Wert: er "äi ? V 3, annehm.,wenn о = gê V6 
wird. 2. der Mantel = т V3 ¢ [2 а — e V6]; 

x ат 2 Р а 
den gröfst. Wert desselb.: - erhält man, wenn — — S wird. 
3. die Oberfläche = z V2 [ae V6 — ( (3 — £ у]; 
к : š 3a?zV2 aV 
dieselbe erreicht ihr Max. ==, Wenn p = — 
wer TED 


99. Aufgabe: Um einen geraden Cylinder einen 
geraden Kegel vom kleinsten Volumen zu SE VIII. 

Auflösung: Sind r und h die Dimensionen des gege- 
benen Cylinders und x der Radius der Kegelbasis, so ist: 


zx'h 
das Volumen = == ; 
8 [x — r] 
: = 9 3 
Dasselbe erreicht den grölsten Wert: " т, wonn: х = > T 


trenommen wird, und es ist dann die Kegeloberflüche 
m 


o 
S i гт (r + VEFE). 


100—101. Aufgabe: Welcher Sektor emes Kreises 


vom Radius r umschlieist — als Kegelmantel zusanimen- 
gerollt — einen Ke gel 


l. vom grófsten Inhalte? 
2. bei dem die Mantelfläche die Endfläche an Grölse 
am meisten übertrifft ? XI. VI. 
Auflösung: Sei x der Centriwinkel des gesuchten 
Sektors und 2 der Radius der Kegelbasis, so ist: 


- X ep есж 
1. das Volumen des Kegels — 3 Vr — r; 
í 45 га ` А ZT E V3 5 Р r V > 
es wird am grölsten, nämlich: = = 1 9, wenn: p = = V 6, 
I ? 21 3 
also: x = 120° V 6 wird. 
2. der Unterschied der Oberflächenteile = p z r SÉ z; 
> : T. т EE 
derselbe erreicht also seinen grölsten Wert: p? wenn: 
r „А эы 
0 = —, also x = 180° wird. 


102—107. Aufgabe. a) Welcher von den in eine Kugel 
gestellten geraden Kegeln hat 
1. das gróíste Volumen ? 
2. den grölsten Mantel? 
b) welcher übertrifft das auf der entgegengesetzten Seite 
der Kegelbasis liegende Kugelsegment 
1. an Inhalt, 
2 an krummer Oberfläche 
am meisten ? 
c) welcher bildet mit dem über derselben Basis liegenden 
Kugelsegment die grófste Summe 
1. der Volumina ? 
2. der krmmmen Oberflächen ? AT. VER, 
Auflösung: Sei r der Kugelradius und h die Höhe 
des Kegels, so ist: 


a) 1. das Kegelvolumen = — h? (2 r — h) 
j > 
r 32 4 
und erreicht den grölsten Wert: er Hz wenn: h = — г. 
о о 
2. der Kegelmantel = z h V4 1° — 2 r h. 
: А Бите e : 4 : 
Sein Maximum: Us tritt also auch bei: h = — r ein. 


un 


un 


in: 


ite 


len 


he 


b) 1. die Diff der Vol. = * [D rh? — 2 h* — 4 r°] 

und wird am grófsten, wenn h = + r. 
2, Die Diff. der Oberflächen = z[h V2r(2r — h) — 2r (2r —h)] 

und erreicht ihr Maximum, wenn h — T r. 

c) 1. die Summe der Volumina — * (б r h? — 2 h’). 
Der grófste Wert dieses Ausdrucks ergiebt sich für: h = E т: 

2. die Summe der krummen ОБегӣ. = zh [2r + V2 r@r—h)]. 
Daher mufs im Fall des Maximums h = = d 


108. Aufgabe: Eine Halbkugel ist durch einen ge- 
raden Kegel, dessen Spitze in den Mittelpunkt der Basis der 
Halbkugel fällt, so auszuhöhlen, dafs der Restkórper die grófste 
Gesamtoberflüche hat. III. 

Auflösung: Ist 2 Ф der Winkel an der Spitze im 
Achsenschnitt des Kegels und r der Radius der Kugel, so ist 
die Gesamtoberfläche des Restkórpers = r? r [1 + sing + 2 cos c] 
und dieselbe wird am gröfsten, nämlich: r? x (V5 + 1), wenn: 
Dote ọ = 2. 

109. Aufgabe: Welches Kugelsegment übertrifft: 

1. an krummer Oberfläche, 
2. an Gesamtoberfläche, 
3. an Inhalt 
die gröfste in dasselbe einbeschriebene Kugel am meisten? 

Auflösung: 1. und 2. die Halbkugel. 

3. Ist h die Höhe des Segments und r der Kugelradius, so ist 


der Unterschied der Körper = 5 h? (2r — h), u. wird am grófsten, 
s DA 4 
a . ~ y3 D UN ele 
nämlich: gp 7 1 wenn: in = st 


110. Aufgabe: Welcher von den in eine Halbkugel 
senkrecht über der Kreisfläche gestellten Kegelstumpfen 
hat die gröfste Mantelfläche? X. 

Auflösung: Erscheint der Durchmesser 2 p der klei- 
neren Endfläche des Stumpfes vom Mittelpunkte der Basis der 


[7 


Halbkugel aus unter dem Winkel 2 4 und ist r der Radius der 
der Halbkugel, so ist: 


die Mantelfläche = 4 r 1* sin (45° — d cos? (45° — 5). 
| Е : ' РГ РЕ 
Der Mantel erreicht also seinen grölsten Wert: gr V3, 
- - © 1 E 
wenn: sin E — d = een also: р = wird. 
9 V3 3 
111—118. Aufgabe: Um еше Kugel vom Radius r 


einen geraden Kegel 
1. vom kleinsten Mantel, 
2. von der kleinsten Oberflüche, 
3. vom kleinsten Volumen 
zu beschreiben. УШ. 
Auflösung: Ist x der Radius der Kegelbasis, so ist: 


1. die Mantelfläche des Kegels = x - 


der kleinste ' Wert dieses Ausdrucks ist so 
grofs wird derselbe, wenn: x = r V1 + py 9; 
б x xt 
2. die Oberfläche des Kegels — 2 z — $5 
: x? — r? 
e 
: QUEUE 
З. das Volumen desselben == ==; 
3 [х — r?] 
es ist somit der gröfste Wert der Oberfläche — 8 z r?, und des 
Volumens = 4 1° х. Für jeden dieser Fälle тив: х =r V2. 


114—116. Aufgabe: Um eine Halbkugel ist senk- 
recht über der die Halbkugel begrenzenden Ebene ein gerader 
Berührungskegel 

1. von dem kleinsten Volumen, 

2. von der kleinsten Mantelfläche, 

3. von der kleinsten Oberfläche 
zu stellen. X. УШ. 

Auflósung: Bedeute r den Kugelradius und x den 
Radius der Kegelbasis, so ist: 

1. das Volumen — NER 

З Vx2—r? 
x 

va = 


2. der Mantel = z 


хо 


n 


ч r e. : : j : T 
Sobald: x = = V 6 wird, erreichen beide Ausdrücke ihre gröfsten 


A 
Werte, und es ist das Maximum des Volumens = 2 r? 3; 
3 o dE: 
und des Mantels = 5 x r V3. 
- А Е f2 x? \ 
3. Die Oberfläche des Kegels = x Jx + p 
| Vx r?) 


Ihr gröfster Wert lautet: 4r? z und tritt ein, wenn x = = т УЗ. 
117—119. Aufgabe: Welcher von den geraden Kegel- 
stumpfen, die mit den Endflächen und dem Mantel eine 
Kugel berühren, hat 
1. das kleinste Volumen? 
2. den kleinsten Mantel? 
3. die kleinste Oberfläche? VIII. 
Auflósung: Ist x der Radius der einen Grundflüche 
des Stumpfes und т der Radius der Kugel, sa ist: 


1. das Vol 2: bed colon 
. das Volumen — —; x — Lr 
3 | Ж” | 

| rer 

ә. der Mantel = z {x + —{. 

| x | 
Fem К E > 1 
3. die Oberfläche = 2 r E += + ai 

xi 
Am gróísten werden diese Ausdrücke, wenn x = г, wenn also 


der Kegelstumpf in einen Cylinder übergeht. 


120—192. Aufgabe: Senkrecht zur Basis ist um eine 
Halbkugel ein gerader Kegelstumpf 
1. vom kleinsten kórperlichen Inhalte, 
2. vom kleinsten Mantel, 
3. von der kleinsten Oberfläche 
zu stellen. IX. 


Auflösung: Sei г der Kugelradius und р der Radius 
der auf der erweiterten Basis der Halbkugel liegenden End- 
fläche des Stumpfes, so ist: 
rzí 
8 | 
Das Max. hängt also von dem Ausdr.: 40° 3 р V — r’ 


1. das Vol. des Stumpfes — 


40° 3 V gi —r:— cl 


| 


° LA 
S ~ ^ & Le 4-3 m 
: dieser erreicht seinen kleinsten Wert: ER [1 4+ У7 wenn: 


r (1 + VT) 
4 . 


OS 
H 


2 Ит 
Br s 
Das kleinste Volumen des Stumpfes ist also: Lei |2 E ит). 
2. der Mantel = т [2 02 — р Vg? 1]; 


тт? f 


seinen kleinsten Wert: —— \ 2 + Va erreicht er, wenn: 
= 


1 + Kä 


3. die Oberfläche = x [8 02 -- 50 V — r* — 2 18]; 
E 


ihr kleinster Wert ist. ك‎ [4 + v39] und tritt ein, wenn: 


2 


123—125. Aufgabe: 
a) Welcher Kugelsektor hat die gröfste Oberfläche? 
b) bei welchem übertrifft der Kegelmantel die Kugelkalotte — 
c) bei welchem das Kegelvolumen den Inhalt des Kugel- 
segments — an Grófse am meisten? IH X. 
Auflósung: Vom Mittelpunkte der Kugel aus erscheine 
der Durchmesser 2 ¢ des den Kegelmantel von der Kalotte tren- 
nenden Kreises unter dem Winkel 2 4, so ist, wenn r der Ra- 
dius der Kugel ist, 
1. die Oberfl des Sektors = 2 r? т + r® х (sin ¢ 
und sein grófster Wert: 1? т (2 + V 5) tritt ein bei: ctg 9 = — 2. 
2. der Unterschied des Kegelmantels und der Kalotte 
= 1? т (sin e + 2 cos 9). 


2 cos 0) 


= : Р IE VW 
Der grófste Wert dieses Ausdrucks ist = 1° z (5 — 2 
dabei muls: ctg ф = 2. 

2 

3. der Unterschied der Volumteile = 37 r? (2 cos ф — cos? о — 1) 

А e А 2 7 3 V ~ c 
und erreicht sein Maximum: 97 r (4 Y6 — 9), 
wenn: соз ф = 2 E 


3 


11 


Ui 


il 


1n: 


126—128. Aufgabe: Bei welcher von den die Mantel- 
fläche eines geraden Kegels berührenden Kugeln hat der 
innerhalb des Kegels fallende Kugelteil 

1. die grófste Kalotte? 
2. die gröfste Oberfläche? 
3. den grófsten Inhalt? VI. XI. 

Auflösung: Ist r der Radius, h die Höhe und s die 
Seite des Kegels, ist ferner y die Hóhe des innerhalb des Ke- 
gels fallenden Kugelteils, so ist: 


Jupe 4 TR 
1. die Kalotte = ————- y (h — y) 
Fe J 
Р x м r rh? h 
und erreicht den gröfsten Wert: E m wenn: y = г. 
2 (s — r)’ 2 
EE ту : 
2. die Oberfläche = ——— [4r h — y (s + 3r) 
s—r 
il er Aer Anr ht А t 
lhren grófsten Wert: -— erreicht sie, wenn: 
E s — г) (s + 8 r) 
2rh 
MM ут 
= s+tör 
2T г т y? 
8. Das Volumen = „——”—— [3r h — y (s + 2 г). 
3 Vë) 
: 4 z r bi З j EM oc 
Das Maximum: ; с 06 Беу = ein: 
3 (s — r) (s + 2 r) : s+2r 


129— 133. Aufgabe: Bei welcher von den Kugeln, 
welche drei Seitenflächen eines regulären Tetraeders berühren, 
hat der кейге des Tetraeders liegende Kugelteil 

. die grófste Kalotte? 

S die grófste Oberfläche? 

3. das grófste Volumen? 
bei welcher übertrifft dieser Kugelteil die über ihn in das Te- 
traeder gestellte und dieselben Tetraederseiten berührende Kugel 

4. an krummer Oberflüche am meisten? 
bei welcher bildet die Kalotte des Kugelteils mit der Oberfläche 
der erwähnten Berührungskugel 

D. die grölste Flüchensumme? VI. XI. 

Auflösung: Bedeute: a die Tetraederkante, x den 
Radius der gesuchten Kugel und h die Höhe des Kugelsegments, 


EE. Ta Kalodo ar d V6 — : 


88. — 


ә 


d ат. s Rs 5 
Ihr Maximum: tritt bei h = Ce em. d. h.? 
6 6 
[2 BE 
2. Die Oberfl. des Segments = x h Е aV6 —8h 
er 29 а? т : 
Ihr grófster Wert: a— wird gewonnen, wenn man: 
h= 9 SP ‘6 nimmt. D 
З. -das Volumen = 6 h? [a V 6 — 5 Ы; 
D 
б 2aV6 .... - 5 4azV6 . 
bei: h = - 02 tritt das grófste Volumen зы a em. 
15 615 
4. Die Diff. der krummen Oberfl. = т xl 38 V6—5 d 
: a 1j х = a) Û 
Durch den Wert: x — [5 V 6erhält man d. gröfst. Diff, — 
5 5 
Si 2 Ze ә | 
5. die Summe der Oberflächen = z x | 38 ke a s 
ad а 7-4 
Den grófsten W ert ° ee erhält man, wenn x — 5 V6 wird. | Sf 
` К 


184—187. Aufgabe: Bei welcher von den Kugeln, | 
die die vier Seitenflüchen einer geraden vierseitigen Pyramide 1 
mit lauter gleichen Kanten berühren, hat der innerhalb der Py- 
ramide fallende Kugelteil 
1. die gröfste Kalotte? h 
2. die gröfste Oberfläche? 
3. das grófste Volumen? 
bei welcher bildet die Kalotte jenes Kugelsegments mit der k 
Oberfläche einer zweiten über den Kugelteil in die Pyramide 
gestellten Berührungskugel 
4. die grófste Summe? VI. XI. 
Auflösung: Sei a die Pyramidenkante und h die Höhe 


m á | 
des Kugelsegments, so ist: 

А > Ca / Ü 

1. die Kalotte = z h (V3 + 1) (5 Кой һ); 

З x а” т ; Y 
das Maximum dieses Ausdrucks: (VS nm tritt bei: 1 

d $ : 
а Yam. i 
EVD ja 

а 1 V? ein. £ 


M: 


der 
ide 


)he 


39 


2. die Obert, = > Һ[/8 +12 aV2 —h V3 à + V3). 


SER Rn а?т а (И Р 
Sie wird am grófst., пап]. : .—— wenn h = - —— wird. Also? 
"ә ) 
V3 Ys 6 
Р я х В? е 
3. das Volumen = — dE РЧЫ aV2—2h24-V E 
6 (Из — 1) | Г 
„р T a? e (ҮЗ — 1)° А 
Den grófsten Wert: ои - erreicht der Inhalt, wenn: 
3V2 
2aV2 
hz سے‎ 


паз Е 


4. die Summe der Oberflächen 


=z: V83 — 1] (5 Ие} E Из (Ив. D+ BE 


2 (2 Г 
Der gröfste Wert ist: ig a? [1 + V3 |°; dann muls: 
a 
/9 Kal: 
i= i9 V2 [4 Val 


138—139. Aufgabe: Ueber demselben Kreise als Basis 
Steht еше Halbkugel und ein gerader Cylinder. Von 
Welcher Stelle des im Mittelpunkte der Kreisflüche errichteten 
Lotes hat man an die Halbkugel den Tangentialkegel zu 
legen, wenn durch die Mantelfläche desselben von dem Cylinder 
ein Teil 1. vom kleinsten Volumen, 

2. von der kleinsten krummen Oberfläche 
heransgeschnitten werden soll? IX. 

Auflósung: Seir der Kugelradius und x die Entfer- 
hung des gesuchten Punktes vom Mittelpunkte des die Halb- 
kugel begrenzenden Kreises, so ist: 


das Vol. des Cylinderteiles = —- |3 x — 2 V х®—т°|; 


› 
o 
2. die krumme Oberfl. desselben = rz [3 x — 2 V x*— 2]. 
SL " D . STE. T = H 
Beide Ausdrücke erreichen ihre gröfsten Werte, nämlich: 
\ 
, ^ Р "Б e e TE or . 
das Vol.: r V5 u. die Ober, т? z V5, wenn: х = | wird 
3 / Ð 


140. Aufgabe: Um einen Punkt der Oberflãche einer 
Kugel vom Radius r als Mittelpunkt diejenige Kugel zu be- 
schreiben, deren innerhalb der ersten Kugel fallender Teil die 
grófste Kalotte hat. XI. 


Auflósung: Ist х der Radius der gesuchten Kugel, so ist 


А e x? 
die Kalotte = x l2 x? — a 
T 8 А T 32 4 
Sie erreicht ihren grófsten Wert: 57 r? т, wenn: x = з Т ge- 


setzt wird. 

141. Aufgabe: Von welchem Punkte der Centrale 
zweier getrennt liegenden Kugeln aus hat man an die Kugeln 
die Berührungskegel zu konstruieren, wenn man durch die 
Berührungskreise der Kegel zwei Kugelsegmente von der grófsten 
Summe der Kalotten begrenzen soll? VII. 

Auflösung: Seien R und rdie Radien der Kugeln und 
a die Länge ihrer Centrale; sei ferner x die Entfernung des 
gesuchten Punktes von dem Mittelpunkte der Kugel mit dem 
Radius R, so ist: 


н Б Р | R? r? | 
die Summe der Kalotten — 2 z ud TD Ho S Ji 


x 
Es wird somit die Summe der Kalotte Max., wenn der Ausdruck: 
R? r? 
x а — х 


Minimum wird. Der kleinste Wert dieses letzteren Ausdrucks 
ergiebt sich aber, wenn: | 
— m R VR 
FT BVE +rVr 
genommen wird. 

142—145. Aufgabe: a) Welcher von den geraden Ke- 
geln, die ihre Spitze im Mittelpunkte der Kugel haben und 
mit der Peripherie ihrer Basis die Kugeloberfläche berühren, 
bildet mit dem ihm zugehörigen, durch dieselbe Kugel begrenzten 
Polarkegel die grölste Summe 

1. der Volumina? 
2. der Mantelflächen ? 
3. der Oberflächen? 
b) Welcher übertrifft seinen Polarkegel an Inhalt am meisten? I. XI. 

Auflösung: Sei r der Kugelradius und 2 ¢ der Winkel, 
unter welchem vom Kugelmittelpunkte aus der Durchmesser 2 0 
der Basis des einen Kegels erscheint, so ist: 

a) 1. die Summe der Volumina der Polarkegel 


EI 
d. 


M 3 gin 2 o (sin c wi 
= sg sin 2 Ф (sing + cos ¢). 


2. die der Mantelflächen = x г? (sin ¢ + cos ¢). 

3. die der Oberflächen = z r? (1 + sing + cos ei 
Alle drei Ausdrücke werden am grölsten, wenn 2 ¢ = 90°, also 
der Kegel rechtwinkelig gleichschenklig ist. 


b) die Differenz der Volumina der Polarkegel 


ce "ein2,Vi— sin 2 c, 

3 f Н f 

und es mufs, soll dieser Ausdruck Max. werden, sin 2 Ф = 3 
r Va ne 

also: р = == (V5 — 1) werden. 


146—147. Aufgabe: Welchen Punkt der Achse eines 
geraden Cylinders vom Radius r hat man zur Spitze eines 
auf der Grundfläche des Cylinders senkrecht stehenden Kegels 
zu nehmen, wenn er mit dem in denselben Cylinder fallenden 
Teile seines Polarkegels die kleinste Summe 

1. der Volumina, 
2. der Mantelflächen 
bilden soll? VII. V. 

Auflösung: Sei 2 y der Winkel an der Spitze in dem 
gleichschenkelig-dreiseitigen Achsenschnitte eines dieser Kegel, 
dann ist: 


= y3 
1. die Summe der kórperl. Inhalte — Lr [tang c + cotg o]. 


; : А. : : 
Am kleinsten, nämlich: —- т? wird also diese Summe, wenn man: 
o 


y = 45° nimmt. 


| FS 1 1 
2. die Summe der Mantelfl. = 1° т | | 


sin Фф cos of 
Auch dieser Ausdruck erreicht seinen kleinsten Wert: 2 r* x V2, 
wenn Ф = 45° wird. 

In beiden Füllen sind demnach die Polarkegel kongruent 
und der Achsenschnitt eines jeden von ihnen ist ein rechtwin- 
kelig-gleichschenkliges Dreieck. 

148—151. Aufgabe: Zwischen zwei parallelen Ebenen 
befinden sich zwei gerade 

1. dreiseitige) Pyramiden mit regulären Endflächen, 

2. vierseitige) deren jede die Polarpyramide der 

3. nseitige | anderen ist, 


4. Kegel, von denen jeder der Polarkegel des andern ist, 
und haben ihre Spitzen in einem Punkte, dessen Abstünde von 
den beiden Ebenen a; und ae sind. Wie sind diese Polarkórper 
beschaffen, wenn die Summe ihrer kórperlichen Inhalte móg- 
lichst klein sein soll? VIII. 
T 360° = ké 
Auflósung: Ist - "mias 2 ү und p der Winkel, welchen 

die Körperhöhe a; mit der Seitenflüche des zugehörigen Körpers N 
einschliefst, so ist die Summe der Volumina bei den 
V3 | 

4 | 


3, so erreicht diese Summe ihr 


1. dreiseitig. Polarpyr. — 4 a^ tg? р. + a?» cotg? tf- 
Wird somit cotg? р = 2 | 
Maximum: a; a» V 3 a4 as. 


2. vierseit. Polarpyr. — 


И 
eg š a1 А e 
Wird hier: собо p = V M so wird dieser Ausdruck аш 
a2 


T 4 = 
grölsten, und zwar: — в V2 а a. 


3 

e ey: n . aj? tg* р z с 

З. nseitige Руг. = — sin 2 ү | S—- + a»? cotg? 2 
6 | cos? y 

- А Б at лу e V XXX 2 а 

Das Maximum dieser Summe: -g sin үа a Ya аз tritt ein, 


FP Di 


wenn: собо? p == " 
cos y las °{` 


€ 


4. Kegeln — 3 d tg? и + .a2° собо? 2 


Der grölste Wert dieses Ausdrucks: = а а Vm аз ergiebt 


sich, wenn: eotg p = КУ. EI genommen wird. 
lae 


152—153. Aufgabe: In einen geraden Kegel einen 
die Basis und die Mantelfläche des Kegels tangierenden kórper- | 
lichen Kreisring 
1. von der grófsten Oberfläche, 
2. von dem grófsten Volumen 


einzubeschreiben. VI. XI. 


Auflósung: Seien r der Radius, s die Seite und h die 
Hóhe des Kegels und werde der Ring von einer durch h ge- 
legten Ebene in Kreisen vom Radius x geschnitten, so ist: 


1. die Oberfläche des Ringes = 4 7? T [г h — x (s + |]. 
1 
e EH 
Die Oberfläche wird also am grófsten und zwar = ت‎ 
Y (s + r) 
went КҮ 
тепп: X = s. 
2 (s +1) 
د‎ СЕ 
2. das Volumen des Ringes = 2 z* 1 [h r — x (s + r)] 
1 


5 PE erreicht, dasselbe, wenn: 
(s + r)* 

2rh 

—8(5-r 

154—155. Aufgabe: 


und seinen grófsten Wert: 5> 
27 


X 


a) In eine Halbkugel, 

b) in ein Kugelsegment 
einen die begrenzende Kreisbasis und die Kugeloberfläche be- 
rührenden kórperlichen Ring von der grófsten Oberflüche hin- 
einzustellen. X. 

Auflösung: Ist r der Kugelradius und y der Abstand 
der Achse des Ringes vom Mittelpunkte desjenigen Kreises, in 
welehem der Ring von einer durch die Ringachse gelegten 
Ebene geschnitten wird, so ist: 


2 78 
: : aI? y- 
a) die Oberfl. des Ringes in der Halbkugel — 2 z* uu 
m 
i т чу: OMS SUM а 
Daher muls: y = 5 V3 u. das Max. der Oberfl. ist = gr zi УЗ. 
b) Sei: (r — h) der Abstand des Kugelmittelpunktes von 
der Ebene des das Kugelsegment begrenzenden Kreises, 
E 2 
so ist: die Oberfl. des Ringes = SCH [r* — h) y — у?]; 


ihr Maximum tritt bei y — yz ein, und beträgt: 


156. Aufgabe: Welcher von den die Basis und drei 
Seitenkanten des Tetraeders  berührenden körperlichen 
Ringen hat die gröfste Oberfläche. VI. 


Auflösung: Bedeutet р den Radius desjenigen Kreises, 
in welehem eine durch die Hóhe des Tetraeders gelegte Ebene 
den Ring schneidet, und ist r der Abstand des Mittelpunktes 
jenes Kreises von der Tetraederhóhe, so ist: 
а V6 — م3‎ (V3 + 1) 
8 Vs 


und die Oberflüche — SUE [a р pecu o? (V3 + 1)]. 
3 V2 
a? дё ka 


Am gröfsten, und zwar: — - wird also die Ober- 


PS + 1) 


Das Volumen dieses Ringes ist: — 


fläche, wenn: p = 


a?z V3 
18 (V3 + 1)* 

157. Aufgabe: In ein regulüres Tetraeder einen 
die Basis und die Seitenflächen berührenden körperlichen Kreis- 
ring von der gröfsten Oberfläche einzubeschreiben. VI. 

Auflösung: Ist о der Radius des Kreises, in welchem 
der Ring von einer durch die Höhe des Tetraeders gelegten 
Ebene geschnitten wird, ist ferner r der Abstand des Mittel- 
punktes jenes Kreises von der Tetraederhöhe, so ist: 


т == S ps — 0 V2 


(‘ p Ya — p? V2 ) 
) 


und die Oberfläche — 4 x 


- D 2 x V2 
Der gröfste Wert für die Oberfläche, nämlich: 94 ^ 
| a V3 
ergiebt sich für p = Tyr 


a 2 V3 
Das Volumen dieses Ringes ist: V = = 
158—161. Aufgabe: Welcher von den 

a) die Schenkel eines gleichschenkligen, 

b) zwei Seiten eines beliebigen 1 
Dreiecks berührenden Kreisen beschreibt bei der Rotation 
der Dreiecksfläche um die dritte Dreiecksseite einen körper- 
lichen Ring 1. von der gröfsten Oberfläche? 
2. von dem grófsten Volumen? VIL. St 


Auflösung: Seien a, b, c die Seiten, F die Fläche und 
h. die auf с gefüllte Höhe des Dreiecks, sei ferner x der Ra- 
dius des zu findenden Kreises, so ist, wenn das Dreieck um die 
Seite c rotiert, 


1 
[9 


1. die Oberfläche — L— (2 F x — x? (a + b). 
Den grófst. Wert: жа - erreicht dies, Ausdr. ‚мепа х = р" 
SCH (a + b) c a+b 
Dieser Kreis | ist stets möglich. Der Abstand seines Mittel- 
punktes von der Rotationsachse c ist = ы deg 
2. Das Volumen — p [2 F x? — (a + b) х?] 
Gs £P 4F 
Amgröfst.u.zw. Iola + bj wird dies. Ausdr., wem R= AER 


Der Abstand des Mittelpunktes dieses Kreises von der Achse с 
NES ا‎ : : 

ist: ^ Daher ist der Ring nur möglich, wenn: a + b > 2 c. 
Rotiert das gleichschenklige Dreieck, so ist nur b — a zu setzen. 


162—163. Aufgabe: (Vergl. 25. 26.). Welcher von den 
in eine Halbkugel senkrecht zu der die Halbkugel begren- 
zenden Kreisfläche gestellten Cylindern hat 

1. die gröfste Oberfläche? 
welcher übertrifft das durch die obere Endfläche des Cylinders 
begrenzte Kugelsegment 

2. an Gröfse am meisten? ib ар 

Auflösung: Bedeutet r den Kugelradius und erscheint 
der Durchmesser 2 ¢ der oberen Endfläche des Cylinders vom 
Mittelpunkte der die Halbkugel begrenzenden Kreisfläche unter 
dem Winkel 2 p, so ist: 

1. die Oberfl. des Cyl. = 2 т r° sin p [sin p + cos y]. 
Der gröfste Wert für die Oberfläche kommt demnach heraus, 


ver 


genommen wird, und 
2 V2 


wenn: y = 67,50 oder: р = 
lautet: 1° z (1 + V2). 
2. Der Cylinder übertrifft das Kegelsegment an Vol. um: 


ES 


3 


x I [3 cos p — 2 cos? р — 1]. 


2 =i 
Dieser Ausdruck erreicht seinen grófsten Wert 37 x? [V2 — 1] S 


1 r 4 
wenn соз p = y= also: p = x wird. 
ү? Va 


164—166. Aufgabe: Welcher von den in eine Halb- 
kugel hineingestellten geraden Cylindern, die mit dem 
Mantel die Basis der Halbkugel längs eines Durchmessers — 
und mit je einem Punkte der Peripherieen der Endflächen die 
Kugeloberfläche berühren, hat 

1. die gröfste Mantelfläche ? 
2. die grófste Oberfläche? 
3. den grófsten Inhalt? VE ШЕ 

Auflósung: Ist r der Kugelradius, р der des Cylinders, 
und erscheint vom Mittelpunkte der Kugel aus der zur Basis 
der Halbkugel senkrecht stehende Durchmesser 2 p unter dem 
Winkel p, so ist: 

1. der Mantel = 4 т р Их — 49; 


d . Т ^ 
am gröfsten wird der Mantel, wenn: p — P V2. 
FER? S ї? т à 
2. die Oberfläche — i [1 + 4 sin 2 p — cos 2 p); 


im Fall des Maximums muls: tang 2 y = — 4 sein. 
3. der Inhalt = 2 re Vi? — 4 0; 


es muls also р = werden, soll der Inhalt Maximum werden 


z 
Vs 

167. Aufgabe: Ineinen Kugelsektor einen geraden 
Cylinder von der gröfsten Mantelfläche derart einzubeschrei- 
ben, dafs er mit den Peripherieen seiner Grundflächen einerseits 
die Mantelfläche, andererseits die Kalotte des Sektors berührt. II. 

Auflösung: Seir der Radius der Kugel, von welcher 
der Sektor ein Teil ist, und ergebe ein Achsenschnitt des Sek- 
tors den Centriwinkel 2 «, so ist, wenn mit 2 her Winkel 
bezeichnet wird, unter welchem vom Kugelmittelpunkte aus der 
Durchmesser der die Kalotte berührenden Cylinderbasis erscheint, 


0 433 æ- 
; AER < А › 
der Mantel des Cylinders — — sin p sin (а — p); 
: sin o S ) 
А S. а : 
derselbe wird am gröfsten, wenn: p = 4 und der grölste Wert 


a 


А a 
des Mantels ist = 1° z tang 5- 


= А97 к 


168—170. Aufgabe: Welches von den emer Kugel еіп. 
beschriebenen geraden Prismatoiden, deren Seitenflächen gleich- 
schenklige kongruente Dreiecke und deren Endflüchen reguläre 
kongruente 1. Dreiecke, 

9. Vierecke, 
3. n-Ecke 
sind, hat den gröfsten körperlichen Inhalt? VI. 

Auflösung: Ist r der Radius der Kugel und p der 

Radius des um die Endfläche des Prismatoides beschriebenen. 


eb. e» 180" А - 
Kreises, ist ferner —— == ү, so ist das Volumen 
à; n 
1. d. sechsseit. Prismatoides = 2 ИЗ р Vr? — gs, 
А : Awe, Б سوم‎ 
2. d.achtseit. Prismatoides = + V3 (1 + V 2) p? VE — р 
o 


3. d. 2n-seit. Prismatoides 


SM o noa [80 UB aaa 4200 M. Vis 3 
= - sin ү cos (30 + 1) cos (30 — 3)? Ke р^. 


Das Volumen eines jeden dieser Кӧгрег wird demnach am 


^ E 7 : : = T 
grölsten, wenn: p = == V 6 wird, und es ist das gröfst. Volumen 
5 © 
-T— T 
1. des 6-seitig. Pr. — 3 ү, 
^ ET oc a mto ge | 
2. des $-seitig. Pr. = 97 ! V6 [1 + v3 |, 
: - › 16n з Lë si 200 ү 200 Т 
3. d. 2n-seit. Pr. — — r? V 83 sin ү cos | 380? -H -> ІС 30° — : 
27 RV. 2 


171—172. Aufgabe: Welches уоп den Prismatoi- 
den mit kongruenten gleichschenklig-dreiseitigen Seitenflächen, 
— bei denen die Ecken der beiden parallelen und kongruenten 
dreiseitig-gleichseitigen Endflächen auf je drei in einer von zwei 
Gegenecken eines Würfels zusammentreffenden 

a) Kanten, 
b) Seitendiagonalen des Würfels 
liegen, — hat das gröfste Volumen? XI. 

Auflösung: Sei x die Kante der gleichseitigen End- 

fläche des Prismatoids und a die Würfelkante, so ist: 


: : 1 = 
a) der Inhalt des Prismatoides — 3 х? [3 а — x V2]; 
der grófsse Wert: - a? ergiebt sich, wenn: x — а Үз. 


o 


ic ДЕ e 


b) der Inhalt — $ x [3 а — 2 x V2]. 


3 
а, 
Das Max. — — findet statt, wenn: x = vz genommen wird. 
6 vi 


173—175. Aufgabe: Durch ein reguläres Tetraeder 
ist parallel mit einer Kante ein mit dem Mantel zwei Seiten- 
flächen des Tetraeders berührender Kreiscylinder so hin- 
durchzulegen, dafs der innerhalb des Tetraeders fallende Teil 
desselben 

l. den grófsten kórperlichen Inhalt | а. 


2. die gröfste Mantelfläche | 
3. einen Mantel hat, der die Summe der Endflüchen 
an Grölse am meisten übertrifft. KIVE 


Auflösung: Ist a die Tetraederkante und e der Radius 
des Wem so ist: 


1. das Volumen = т фр? (a — р V6). 

Fürp= 4 g V6 erreicht demn. das Vol. seinen grölst. Wert: Ж 
= der A = 2 тр (a — р V6). 

Hier mufs р = ann ist der gröfst. Wert d. Ausdr.: J iv 


8. be Mantel übertrifft die Summe der Endellipsen 
um: z pọ [2 а — 8 р V6]. 


2 

а? т А 3 
Das Max. dieser Differenz tritt eim, wenn: p = L——. 
3V6 : : 3V6 


176—178. Aufgabe: Die eine Seitenkante К einer drei- 
seitigen Pyramide steht senkrecht auf der Pyramidenbasis. 
Bei welchem von den geraden, senkrecht auf der Grundfläche 
der Pyramide stehenden Cylindern, welche mit ihren Мап- 
teln die in K sich schneidenden Seitenflächen berühren, hat der 
innerhalb der Pyramide fallende Teil 

1. das grófste Volumen? 
2. den grófsten Mantel? 
3. die grófste Oberflüche? XI. VI. 

Auflósung: Seien a, b, c die Grundkanten, F die 
Grundfläche und h. die in ihr auf с gefällte Höhe, sei ferner 
e die Gegenkante von K und i der Neigungswinkel der beiden 
durch e gehenden Begrenzungsflüchen der Pyramide, so ist, 
wenn x den Radius der Cylinderbasis bedeutet: 


т he tang i 


1. das Volumen — 3 F 


The to 
16 rh. F'tgi O herus wenn x = —— 


СЕЧУ 3 (a + b) 


x? [2 F — x (a + Ь)]. 


Der grófst. Wert: 


wird. 
Die Aufgabe ist möglich, so lange: а + b > 2 c. 


; x he tg 1 = 
2. Der Mantel — Ee x [2 F — x (a + 0)]. 
2 Ek: ER HSE Г M 
Am gröfsten, nämlich: Fa dm wird der Mantel, wenn: 
Ee ا‎ 
e a+b 


Diese Aufgabe ist stets möglich. 
а Die Oberfläche 
сов = | 


= Zoos fo h, sin 3 — x? 
cos i Û 2 


(Ero E 1 „Йу i | 


2 (a + b) 


с 


Setzt man hier: ctg A = so ist der gröfste Wert 
x hl tg i sin + sin А 
der Oberfläche: - und es ist dann: 


sin (7 == D 


h. sin A sin = 
ee TEE 


Hierbei muls: c sin (7 Ll A) Z (a + b + c) sin sin À. 
179—182. Aufgabe: Durch einen Punkt der Peripherie 
des eine Halbkugel begrenzenden Kreises Kı ist eine Kı be- 
rührende und die Halbkugel in einem Halbkreise Kə schnei- 
dende Ebene so hindurchzulegen, dafs bei dem auf Ks senkrecht 
stehenden und durch Kı begrenzten Cylinderhuf 
die Mantelflüche, 
2. die Differenz der Endflüchen, 
3. die Summe aus dem Mantel und К», 
4. das Volumen 
móglichst grofs wird. VI. IV. X. 
Auflösung: Mögen Kı und Kə den Neigungswinkel y. 
bilden, so ist, wenn r der Kugelradius ist: 
1. der Mantel = r? x sin 2 y. 
Also ist im Falle des Maximums p = 45? und der grófste Wert 
des Mantels ist: r 


— 


пе 


— 50 


2 


2. die Differenz der Endflächen = r? x [cos p — cos? p). 


Das Maximum dieses Ausdrucks, nämlich: erhält man, 


4 ? 
wenn: p = 60° wird. 
3. Die Summe aus dem Mantel und Ks = r° x (sin 2 u + сов? и). 
2 - 
Der grófste Wert dieser Summe: Zu 4 V5] ergiebt sich, 


wenn tang 2 | == 2 genommen wird. 
4. Das Volumen = г? x sin p cos? y. 
8 
1 


V 


T 


Das grófste Volumen des Hufes, nämlich: , ergiebt sich, 


wenn: sin p = gesetzt wird. 


- 
V3 


